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ТЕПЛООБМЕН В РЕЖИМЕ ПУЗЫРЬКОВОГО КИПЕНИЯ НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА 

ДВУХ НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ  

 

Проведен теоретический анализ теплообмена при кипении на границе раздела двух 

жидких фаз. Предложены методы оценки плотности теплового потока по величине 

перегретого слоя жидкости и переохлажденного слоя расплава и суммарному 

температурному напору в них. 
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В современной теплотехнике широко используются различные жидкости или их паровые 

фазы. Для увеличения эффективности тепловых установок необходимыми являются знания, 

позволяющие рассчитывать все теплофизические параметры систем в различных режимах 

работы.  

Процесс теплообмена при кипении жидкости отличается значительным разнообразием 

конкретных условий, влияющих на его протекание. Этим условиям отвечают различные 

количественные и качественны закономерности. Все это крайне усложняет задачу 

построения строгой теории теплообмена при кипении жидкой фазы. Большой интерес 

представляет случай кипения более летучей жидкости на поверхности менее летучей, 

например, воды и Н-гексана на поверхности ртути, глицерина и парафина на поверхности 

олова, воды на расплаве Вуда. Несмотря на значительное количество подобных 

исследований, их результаты далеко не полностью отражают процессы теплообмена при 

кипении на границе раздела двух несмешивающихся жидкостей. Недостаточно 

исследованными остаются аспекты, связанные с характером зависимости величины 

плотности теплового потока от температурного напора. 

Характеризуя процесс отвода тепла от поверхности нагрева соприкасающейся с ней 

жидкостью в режиме пузырькового кипения, можно представить тепловой поток в виде 

суммы следующих величин: 

тпк qqqq 
,                                         (1) 

где кq  - плотность теплового потока, отводимая в результате микроконвекции, пq
 - 

плотность теплового потока, отводимая парообразованием, тq
 - плотность теплового потока, 

отводимая за счет теплопроводности пара. Если же поверхность нагрева также представляет 

собой жидкость, то определенный вклад в распределение энергии вносит распыление капель 

более плотной фазы. Поэтому, при кипении воды на расплаве Вуда, суммарный тепловой 

поток будет равен:  

каптпк qqqqq 
                                       (2) 

где, согласно [1]: 
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где кr  - средний радиус капли, 2 - плотность более тяжелой жидкости, 2С  - удельная 

теплоемкость более тяжелой жидкости, кn - число капель, распыляемых с единицы 

поверхности в единицу времени при температурном напоре Т . Таким образом, в случае 

кипения на границе раздела двух несмешивающихся жидкостей, процесс теплообмена 

происходит с большей интенсивностью, чем при кипении жидкости на твердой поверхности 

нагрева. 

Плотность теплового потока, обусловленная испарением жидкости, может быть 

представлена с использованием величины скорости испарения жидкости следующим 

соотношением [2]: 

nLDfqп   3

00
6

1

                                              (4) 

где 0f  - частота парообразования, 0D
 - отрывной диаметр паровых пузырьков,    - 

плотность паровой фазы в пузырьках, n  - плотность центров парообразования, L  - удельная 

теплота парообразования. В выражении (4) величина 
nDf  3

00
6

1

 имеет физический смысл и 

размерность скорости испарения жидкости.  

При кипении на границе раздела двух несмешивающихся жидкостей величина скорости 

испарения с поверхности более плотной фазы 
)(Т  будет определяться выражением [2]: 
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где maxs  - максимальная скорость испарения со свободной поверхности жидкости, С  - 

постоянный множитель, зависящий от природы жидкости, sТТТ 
 - величина перегрева 

жидкости, M  - молярная масса жидкости, R  - универсальная газовая постоянная, Т  и sТ
 - 

температуры поверхности нагрева и кипения жидкости. 

С учетом выражения (5), плотность теплового потока, обусловленная испарением 

жидкости, может быть записана в виде: 
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Интенсивное перемешивание жидкости в области роста паровых пузырьков, называемое 

микроконвекцией, обеспечивает наиболее значительный вклад в отвод теплоты от 

поверхности нагрева. В режиме пузырькового кипения плотность теплового потока, 

отводимая за счет микроконвекции может быть представлена в виде [4]: 
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где   - удельная теплопроводность,   - коэффициент поверхностного натяжения,   - 

кинематическая вязкость кипящей жидкости; fn
 - плотность центров парообразования. 

Теплота, передаваемая от нагревателя за счет теплопроводности пара составляет, по 

данным различных исследователей, не более 2% [3,5]. 

Таким образом, обобщив вышесказанное, можно представить выражение для суммарной 

плотности теплового потока в виде: 
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При другом подходе к определению температурной зависимости плотности теплового 

потока в режиме пузырькового кипения необходимо рассмотреть процессы на границе 

раздела двух соприкасающихся жидкостей, где возникает перегретый слой кипящей 

жидкости   и переохлажденный слой расплава    (рис.1) 

 
Рис. 1 – Характер передачи тепла от расплава к жидкости 

Из рисунка 1 видно, что градиенты температуры в перегретом слое жидкости и в 

переохлажденном слое расплава имеют одинаковое направление: в жидкости – к границе 

раздела соприкасающихся гомогенных фаз, в расплаве – от указанной границы вглубь 

расплава. Тепловой поток, отданный расплавом жидкости, и вызвавший его переохлаждение 

на толщине   , пойдет на перегрев слоя жидкости толщиной  . Плотность теплового 

потока, переданная кипящей жидкости, согласно закону Фурье будет определяться 

выражением: 





q
,                                        (9) 

где   - температурный напор в пределах перегретого слоя жидкости,  - теплопроводность 

перегретого слоя жидкости. Очевидно, что плотность теплового потока, отводимого от 

переохлажденного слоя расплава будет определяться аналогичным уравнением:  







q

,                                       (10) 

где   - температурный напор в пределах переохлажденного слоя расплава,  - 
теплопроводность переохлажденного слоя расплава. Рассматривая пограничный слой между 

расплавом и жидкостью, можно говорить о наличии в нем суммарного перегрева, 

приходящегося на перегретый слой жидкости и переохлажденный слой расплава:  

 Sр 

                                           (11) 

Тогда выражение для плотности теплового потока примет вид: 
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Разрешив его относительно плотности теплового потока, получим: 







/

q
,                                    (13) 

Таким образом, описание процесса теплопередачи при кипении жидкости на поверхности 

расплава может быть проведено с точки зрения микроскопических параметров, таких как 

количество активных центров кипения, радиус микрокапель расплава и их количество на 

единицу площади. Использование второго подхода более осуществимо с практической точки 

зрения, что открывает огромные возможности для соответствующих экспериментальных 

исследований.  
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АНАЛИЗ РАЗМЕРА ПИРАМИДЫ ГИЛЬБРАЙТА В ТЕОРИИ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 

 

Решается вопрос о размерах пирамид Гильбрайта построенных из разностей простых 

чисел по модулю. Анализ показывает, что (ранее нерешенный вопрос) размер пирамиды на 

простых числах может быть любым. 

 

Ключевые слова: простые числа, пирамида Гильбрайта. 

 

В 1958 г. английский математик Н.Л. Гильбрайт, анализируя разности последовательных 

простых чисел (ПЧ) и разности разностей, взятых по модулю, обнаружил, что если 

располагать эти разности по строкам, то из   ПЧ образуется пирамида – равносторонний 

треугольник ABC (см. рис.1), левая сторона которого AC состоит из «1». Вопрос о том, 

насколько велика эта пирамида, аналитически не решен , -, хотя численные расчеты 

показали ее существование плоть до         . В данной статье мы показываем по 

статистическим и аналитическим данным, что такая пирамида не ограничена. 

 
Рис. 1. Пирамида Гилбрайта. 

 

В начале рассмотрим, некоторые начальные наборы чисел в строке над AB, которые дают 

такую пирамиду. Геометрическая прогрессия *            + всегда дает AC из «1» 

независимо от длины начальной строки. При этом нулей в пирамиде нет. Арифметическая 

прогрессия с разностью «2» после числа «2»: 2*         + также дает нужную левую 

сторону. При этом все остальные числа после первой строки нули. Если возьмем 

произвольный набор из    ПЧ и после него поставим арифметическую прогрессию с четной 

разностью      *     +    , то такая пирамида также будет иметь AC из «1». 

Поскольку набор ПЧ есть разность из натурального ряда и арифметических прогрессий 

(решето Эратосфена) и численно располагается между указанными геометрической и первой 

арифметической прогрессией, то предпосылки (необходимое условие) бесконечности имеют 

место. 

Анализ структуры четных чисел в строках пирамиды показывает следующие особенности. 

В первой строке AB нулей нет и числа «2» стоят рядом только один раз – в начале строки. 

Далее числа «2», соответствующие парам-близнецам разделены другими большими числами. 

Это легко доказывается путем деления на «3» и соответствует тому, что близнецы не 

соприкасаются. 

Не наблюдаются в первой строке рядом стоящие две «4», «8», «16» за счет кратности «3». 

Этот факт затрудняет появление нулей во второй строке. Числа «6» попадаются парами и 
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даже тройками. Например, четыре ПЧ *               + дают такую тройку и, 

следовательно, два нуля во второй строке. Число рядом стоящих нулей с понижением строки 

возрастает, а потом убывает в связи с сокращение длины самой строки. Если бы интервалы 

между простыми числами росли монотонно, то возможно любое, даже во всю строку, число 

нулей. Однако, наличие близнецов на всей числовой оси , - дает сбой и прерывает цепочку 

нулей.  

В пирамиде Гильбрайта наблюдается своеобразная «черта оседлости», линия, отделяющая 

строки, содержащие только «0» и «2», и  строки, содержащие большие числа. На рис. 1 эта 

черта проходит между первой и второй строкой. С ростом   черта оседлости понижается, но 

очень медленно. На рис.2 показана эта зависимость, рассчитанная численно вплоть до 

        Тенденция такова, что номер   первой строки ниже черты оседлости         

√ . Все строки ниже  , кроме первого числа «1», содержат «0» и «2», и их вычитание по 

модулю дает правильную линию AC. 

 
Рис. 2. Зависимость черты оседлости от  . 

 

Далее, найдем зависимость первого наибольшего расстояния между ПЧ от числа ПЧ. 

Известно, что можно получить любое сколь угодно большое расстояние между ПЧ, взяв 

(    )      где   ,(   ) ⁄-. Расстояние между двумя ПЧ примерно равно    
 (   )  Само число ПЧ определим по формуле Лежандра 

    ̃(  )   (  (  )  )⁄   (√           ((   )⁄   )).     (1) 

При этом новое число ПЧ  (    ) дает новую черту оседлости 

       √        .√  
 

 √ 
/   

   

 √ 
. 

Отсюда следует, что новое число ПЧ (   )   , т.е. любой зазор между двумя 

последовательными ПЧ дает длину новой стороны BC больше новой черты оседлости. А это 

гарантирует сохранение свойств пирамиды. 

Пример. Пусть                       Действительно, имеются два составных 

числа *       +. Предыдущее ПЧ             По (1)   
  (  (  )  )        ⁄ Общий зазор до следующего ПЧ       составляет      . Новое 

  (    )      Новая черта оседлости         больше предыдущего       , но 

меньше новой длины стороны BC. Всего строк 30. Начиная с 13 строки и ниже имеем в них 

только «0» и «2», что обеспечивает числа «1» по стороне AC. 

Таким образом, мы считаем, что пирамида Гильбрайта может иметь любые размеры. 
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ПРИЗНАКИ ДЕЛИМОСТИ НА ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 

 

Используется детерминантный признак делимости для получения конкретных простых 

формул делимости на первые 25 простых чисел с учетом размерности делимого. Показаны 

способы применимости этих признаков. 

 

Ключевые слова: простые числа, детерминантный признак делимости. 

 

Вопросу о признаках делимости чисел, по-видимому, несколько тысяч лет, но до 

настоящего времени в учебниках и монографиях приводятся признаки делимости только на 

«2», «3», «4», «5», «11» , -. В теории сравнений развиты мощные методы для нахождения 

остатков деления и соответственно указаны признаки делимости на «7», «101», «1001» и на 

некоторые другие конкретные числа. Первым автором этой статьи создан универсальный 

детерминантный признак делимости ,   -, который позволяет с переходом на новую 

функцию делимости дать не только качественный ответ, делятся или нет нацело два числа, 

но также найти и остаток от деления. При этом объем арифметических операций резко 

сокращается. В данной работе, как нам кажется, впервые приводятся конкретные простые 

формулы – признаки делимости на первые простые числа (ПЧ) до     , причем 

учитывается размерность делимого. 

Теорема «Детерминантный признак делимости» звучит так. 

Если делимое имеет вид        
     , а делитель             в целых числах   , 

то необходимым и достаточным признаком делимости   на В, т.е.     или      ⁄ , 

является делимость функции (Дружинина) 

 (     ) |
    

(  )     
   

 |       
  (  )   

                  (1) 

на  . В символике теорема записывается так: если       (     )  . При этом общий 

знак у  (     ) можно брать любой и сокращать  (     ) на любой множитель. Из-за того, 

что множитель   исчезает из  (     ), во многих случаях | (     )|  , что упрощает 

ответ на поставленный вопрос. 

С помощью теории сравнений можно еще больше уменьшить | (     )|, если 

воспользоваться сравнениями   
    (     ) и   

    (     ). При этом будем брать тут 

и далее наименьшие по модулю положительные или отрицательные вычеты |  |   ⁄ , 
|  |   ⁄ . После этого  

 ̃(     ) |  |          ,                                    (2) 

где    =     (  )(  )
   . При записи делителя простого двузначного   мы будем брать 

числа     *          +. 
Пример.                               (      )             

         Действительно,             , т.е. делимость есть. Далее, 

     (      )  (  )(      )    (  )(      ), т.е.               
 ̃(     )               Мы видим, что второй вариант  ̃(     ) значительно 

меньше первого варианта  (     ). 
Теория сравнений позволяет брать вычеты и от множителей    и   , 

     (     )      (     ), что еще более уменьшает  

 ̃(     ) |  |          .                                    (3) 

В дальнейшем мы будем пользоваться формулой (2). 
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Между вычетами            существует рекуррентное соотношение в виде сравнения 

   |  |     (     )             (     ) и 

 ̃(       ) |    |          (    )                              (4) 

Пример. 

 ̃(      )              (  )  (      )   ( )  (      )   ̃(      )   
         

Известные признаки делимости в наших обозначениях:  ̃(     )       ;  ̃(     ) 
          ̃(      )     (  )

   . Для остальных ПЧ до p = 97 и          
коэффициенты |  | и    приведены в таблице №1. 

Приведем некоторые комментарии к этой таблице. 

1. Первый столбец при     имеет |  | |  |,    находится из уравнения    |  | 
        Далее по (4) можно построить всю строку. 

2.  ̃(     )  ̃(       (   ))  т.е. числа в строке имеют период   (   )  Это 

видно из первой и второй строки таблицы.  

  

Таблица №1. Функции делимости  ̃(     ) |  |           для ПЧ от «7» до «97». n 

– число цифр после    в делимом  . Первое число |  |, второе число   . Например, 

 ̃(      )             
       n  

  p 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

7 3; 1 2; 1; 1; -1 3;-1 2; -1 1; 1 3; 1 2; 1; 1; -1 3; -1 

11 1; -1 1; 1 1; -1 1; 1 1; -1 1; 1 1; -1 1; 1 1; -1 1; 1 

13 3; -1 4; -1 1; -1 3; 1 4; 1 1; 1 3; -1 4; -1; 1; -1 3; 1 

17 3; 2 2; -1 3; -1 4 ; 1 5; -2; 1; 2 3; 4 1; -1; 3; -2 2; 1 

19 1; 2 1; 4 1; 8 1;-3 1; -6 1; 7 1; -5 1; 9 1; -1 1; -2 

23 3; -2 9; 4; 1; -2 3; 4 9; -8 1; 4 3; -8 2; 1 2; 7 2; 3 

29 1; 3 1; 9 1; -2 1;-6 1; 11 1; 4 1; 12 1; 7 1; -8 1; 5 

31 1; -3 1; 9 1; 4 1;-12 1; 5 1; -15 1; 14 1; -11 1; 2 1; -6 

37 3; 4 4; 3 1; 1 3; 4 4; 3 1; 1 3; 4 4; 3 1; 1 3; 4 

41 1; -4 1; 16 1; 18 1;10 1; 1 1; -4 1; 16 1; 18 1; 10 1; 1 

43 3; -4 1; -3 1; 4 1; -9 1; -12 3; -5 6; 1 9; -2; 2; -1 3; 2 

47 3; -4 9; -22 5; 4 3; 4 9;  20 10; -31 13; 17 8; 9; 10; 7 11; 5 

53 3; -5 9;  25 26; 19 25; 11 11; -1 13; 10 14; -3 11; -15 10; -11 7; 4 

59 1; 6 1; -23 1; -20 1;-2 1; -12 1; -13 1; -19 1; 4 1; 24 1; 26 

61 1; -6 1; -25 1; 28 1;15 1; -29 1; -9 1; -7 1; -19 1; -8 1; -13 

67 3; 7 1;  -2 27; 8 14; -11 5; 2 8; 3 8; 7 5; 13 5; 8 2; 3 

71 1; -7 1; -22 1; 12 1;-13 1; 20 1; 2 1; -14 1; 27 1; 24 1; -26 

73 3; -7 3;  -8 27; 22 1; -1 24 ;-17 1; 27 1; 10 1; 1 27; 10 8; 3 

79 1; 8 1; -15 1; 38 1;-12 1; -17 1; 22 1; 18 1; -14 1; -33 1; -27 

83 3; -8 9;  -19 27; -14 2; -29 6; -17 13; 6 29; 9 4; 11 12; -5 9; 10 

89 1; 9 1; -8 1; 17 1;-25 1; 42 1; 22 1; 20 1; 2 1; 18 1; -16 

97 3; 10 3;  1 9; 10 16; -9 48; 7 47; -27 44; 21 35; 16 4; -17 1; 2 

 

второй строке табл. №1. Например, (       )     так как         . 
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3. Таблица дает, например, наименьшее число шестой размерности кратное 

«41».  ̃(      )      . Ищем                При         ̃(      )   , поэтому 

искомое число                     
4. Если  ̃(      )  ̃(      )  , то   кратно и   , и   . Число               

кратно «7», «11» и «13» одновременно, так как их  ̃  . 
5. Можно переформатировать  ̃(     ) так, чтобы |  |    из-за того, что смысл 

функции делимости не меняется от прибавления или вычитания их нее    Например, 

 ̃(     )                                                    
6. Таблица позволяет почти мгновенно определять простоту числа. Например,        

       . Известно, что числа вида   (  ) 
 
   делятся только ПЧ          . В 

нашем случае    , т.е. делителями   могут быть только   √   36. Поэтому проверяем 

лишь ПЧ «17». Так как         ,      ̃            не кратно «17», поэтому 

«    » ПЧ. 
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СТРУКТУРНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЛИНОПТИЛОЛИТА  

В ПРОЦЕССЕ ЕГО ДЕГИДРАТАЦИИ 

 

В работе представлены исследования термостойкости природных клиноптилолитов 

Вангинского месторождения Амурской области методами рентгеновской 

дифрактометрии, ИК-спектроскопии, дифференциально-термического и 

термогравиметрического анализов. Показано влияние процесса дегидратации на изменение 

параметров кристаллической структуры минерала. Рекомендованы оптимальные режимы 

обезвоживания Вангинских цеолитов для активации их сорбционных свойств. 

 

Ключевые слова: клиноптилолит, рентгеновская дифрактометрия, дифференциально-

термическая и термогравиметрическая кривые, ИК-спектр, интенсивность 

диагностического максимум. 

 

Обладая особым типом структуры, клиноптилолит (впервые описан в 1890 г. Алиетти[1]) 

имеет уникальный комплекс свойств, которые позволяют использовать его в процессах 

адсорбции, ионного обмена, катализа, молекулярного разделения вещества и других 

областях. Благодаря высокому числу Si/Al>4 (82%, тетраэдров заняты Si) кристаллический 

каркас клиноптилолита устойчив к агрессивным средам и ионизирующим излучениям 

[3,4,8,9,14,15,17]. 

Пластичный клиноптилолит имеет однородные поры (от 0,4 до 0,8 нм). Благодаря системе 

каналов и полостей, которые пронизывают кристаллы, эти адсорбенты обладают хорошо 

развитой поверхностью, пористостью, механической прочностью (физико-химические 

свойства цеолитов Амурской области приведены в работах [12,13,19]). При нормальных 

условиях внутрикристаллическое пространство клиноптилолита заполнено водой. При 

нагревании вода удаляется и эти минералы приобретают способность адсорбировать 

молекулы. Поэтому, режимы обезвоживания необходимо знать не только для диагностики, 

но и для практического использования. 

Известно, что в зависимости от химического состава термическая устойчивость [2-

7,10,11,14-17] клиноптилолита колеблется в довольно широких пределах. Термические 

исследования позволяют получить важные сведения, касающиеся дегидратации, 

дегидратации, термостабильности. При нагревании цеолитов до 350°С происходит 

обезвоживание почти на 80%, а кристаллическая структура не меняется. 

Целью настоящей работы – изучение структурных изменений клиноптилолита в процессе 

его дегидратации, имеющее как фундаментальный, так и практический интерес.  

В качестве исходных веществ использовались измельченные и очищенные образцы 

цеолитизированных пород Вангинского месторождения – одного из перспективных в 

Амурской области [13,15,18,19], содержание клиноптилолита в которых составляло 90±5% 

(по данным термохимического анализа). Усредненный химический состав исследованных 

образцов по результатам атомно-адсорбционного анализа составляет (масс. %) SiO2-66,37, 

Al2O3-12,82, MnO-0,05, Fe2O3-1,17, TiO2-0,18, MgO-1,20, CaO-3,35, Na2O- 0,36, K2O-2,20, 

P2O5-0,03, потери после прокаливания – 12,00. 

По отношению Si/Al≥5 их можно отнести к высококремнистым, а по преобладающему 

типу внекаркасных катионов к кальциевой форме (на долю Ca приходится около 60% от 

общего количества обменных катионов). 
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Изменения в структуре цеолитов при их нагревании изучались методами:  

1) рентгеновской дифрактометрии (ДРОН-3: CuKα–излучение с Ni – фильтром методом 

Дебая-Шеррера с фокусировкой по Бреггу-Брентано); напряжение на трубке 30 кВ, ток 20 

мА, щели 2; 0,25; скорость гониометра 1 град/мин, скорость движения диаграммной ленты 

720 мм/ч. Образец вращался. Для определения параметров субструктуры производилась 

съемка при скорости гониометра 0,25 град/мин; УРС-2; CuKα–излучение, напряжение 25 кВ, 

ток 20 мА, экспозиция 6 часов. 2) ИК-спектроскопии (SPECORD-75-IR: диапазон волновых 

чисел 400-4000 см
-1

; образцы были приготовлены методом прессования из смеси порошка 

цеолита с KBr в соотношении 1:200 мг). 3) ДТ и ТГ анализы – дериватографомQ-1000 (масса 

навески 200 мг; скорость нагрева 10 град/мин в воздушной атмосфере; вещество сравнения – 

прокаленный оксид алюминия). 

Образцы клиноптилолита (гранулы класса 0,25-0,1 мм) прокаливались в печи (статические 

условия) в течении часа при температуре от 100 до 500°С и помещались в бюксы с 

притертыми крышками для остывания. После чего определялись параметры их 

элементарных ячеек (α, b, с, β). В качестве диагностического рентгено-дифракционного 

максимума был выбран максимум с межплоскостным расстоянием (d): 0,396-0,399 нм, 

характерным для клиноптилолита. По его смещению, изменению интенсивности, а также 

изменениям значений, α, b, с и β судили об изменениях структуры цеолита. Все отожженные 

при различных температурах подверглись дегидратации (в эксикаторе), после чего повторно 

определялось их влагосодержание (Δm) методом ТГА. На ИК-спектрофотометре 

исследовались исходные и дегидратированные образцы. 

Кривые термографического и дифференциально-термического анализов (ТГ, ДТА) 

представлены на рис. 1. На кривой ДТА выделяется низкотемпературный эндотермический 

эффект удаления воды и высокотемпературный экзотермический пик, связанный с 

выделением энергии в процессе разрушенной цеолитной структуры в другие типы структур. 

 
Рис.1 Кривые ДТА и ТГ клиноптилолита Вангинского месторождения 

 

В процессе дегидратации может наблюдаться несколько перегибов, что указывает на 

изменение топологии каркаса. При нагревании цеолитов наблюдается глубокий 

эндотермический эффект при температуре 140-160°С, что отражает потерю цеолитной воды 

и частично капиллярной воды на 5-15 масс.%. С повышением температуры пик потери воды 

смещается вправо. При нагревании клиноптилолита в интервале температур 350-400°С 

выходит более 80% цеолитной воды. Структурно-связанная вода с каркасом выходит при 

высоких температурах 650-800°С. Экзотермические перегибы на кривой ДТА показывают 

разрушение структуры, его аморфизацию или образование новых фаз (карбонаты, окисные 

формы железа и пр.) [5-7,10,13-18]. На кривой ДТА (рис. 1) видны два экзотермических пика 
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при 820°С и 890°С, связанные с необратимыми изменениями структуры цеолита. 

Рассчитанные энергии активации меняются от 42,7 до 58,2 кДж/моль [2,13,18].  

Рентгеновский анализ является наиболее достоверным и информативным. Достаточно 

полное собрание рентгенографических данных природных цеолитов приведено в книге Д. 

Брека[9] и определителе В.Н. Семушкина[17]. Суммарная относительная ошибка этого 

метода составляет 12-20%, что связано с неоднородностью зерен клиноптилолита (2-100 

мкм). 

На рис. 2 приведены изменения основного диагностического максимума от температуры 

прокаливания исследуемых образцов.  

 
Рис. 2 Зависимость рентгеновского максимума от температуры прокаливания образцов 

клиноптилолита: 1-исходный образец, 2-образец при 100°С, 3-при 200°С, 4-при 300°С, 5-при 

500°С 

 

Из приведенных дифрактограмм видны смещения рентгеновского максимума от 

температуры, а на пятой диаграмме пик распадается на два. Эти изменения связаны с 

перестройкой каркаса цеолита и образования новой структуры. Зависимости параметров 

решетки, α, b, с, β от температуры приведены в таблице 1, по которой видны незначительные 

изменения структуры.  

Таблица 1 - Зависимости параметров элементарной ячейки клиноптилолита от 

температуры прокаливания образцов 
t°,С α, нм b, нм с, нм β, ° 

20 1,76 1,78 0,74 115,2 

100 1,74 1,81 0,74 117,2 

200 1,76 1,76 0,73 115,8 

300 1,75 1,79 0,74 116,1 

500 1,75 1,79 0,74 115,9 

Метод ИК-спектроскопии имеет достаточно широкое распространение для объяснения 

особенностей химических связей и окружения ионов в цеолитах. ИК-спектр позволяет 

определить вид цеолита лишь при его содержании в системе более 50%, то есть это 

возможно при анализе мономинеральных образцов. При меньшем содержании основные 

линии поглощения накладываются и разделить их невозможно. Тем не менее нам удалось 

снять ИК-спектры клиноптилолита при разных температурах, которые приведены на рис. 3.  
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Рис. 3 ИК-спектры клиноптилолита при разных температурах:  

1-исходный образец, 2-350°С, 3-500°С 

 

Полосы 480 и 1060-1120 см
-1

 относятся к колебаниям внутри алюмокремнекислородных 

тетраэдров (валентные колебания связей Al-Si-O). Они слабо чувствительны к структурным 

изменениям при нагревании цеолитов. Полоса 1640-1650 см
-1

 соответствует 

деформационным колебаниям связей О-Н молекул воды. Колебания гидроксильных групп в 

полостях каркаса и молекулярной воды наблюдаются при 3620-3630 см
-1

 и 3300-3460 см
-1

 

соответственно. При нагревании образцов интенсивность этих полос уменьшается с ростом 

температуры. При прокаливании в течении одного часа при 500°С полоса 1640-1650 см
-1

 

почти исчезает. 

В результате проведенных экспериментов получены данные о термическом поведении 

клиноптилолита в цеолитезированных породах Вангинского месторождения Амурской 

области. Обнаружено, что исследуемые цеолиты обладают относительно низкой для данного 

минерала термостойкостью. Мы предполагаем, что это связанос преобладанием 

внекаркасногоCa
2+

 существенно влияющего на стабильность алюмосиликатного каркаса при 

воздействии высоких температур. Целесообразно активацию сорбционных свойств такого 

клиноптилолита проводить при температурах 300-350°С. Увеличение термостабильности 

каркаса цеолита возможно при замещении ионовCa
2+

 на Na
+
или К

+
, что существенно 

повышает термостойкость вплоть до температуры 700°С [18]. 
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О КВАЗИНИЛЬПОТЕНТНОСТИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

 

В статье предложены достаточные условия квазинильпотентности произведения 

линейных ограниченных операторов. Основные утверждения доказаны для случая 

произвольной некоммутативной банаховой алгебры. Приведен пример класса операторов, 

квазинильпотентность которых может быть установлена с использованием 

сформулированных теорем. 

 

Ключевые слова: банахова алгебра, квазинильпотентный оператор, спектр, 

спектральный радиус. 

 

Линейный ограниченный оператор :L X X , где X  – банахово пространство, 

называется квазинильпотентным [1, с. 30], если его спектр  L  содержит только нулевое 

значение. Для линейного ограниченного оператора, представленного в виде произведения 

двух операторов, получены достаточные условия квазинильпотентности. Тот факт, что в 

случае квазинильпотентности оператора L  соответствующий оператор I L    оказывается 

обратимым при всех 0  , играет важную роль в теории линейных краевых задач. 

Пусть  XB  – пространство линейных ограниченных операторов :L X X . Как 

известно,  XB  образует некоммутативную банахову алгебру с операцией произведения, 

определенной суперпозицией операторов. Доказательства основных утверждений для 

удобства проведем в случае произвольной некоммутативной банаховой алгебры E . Через 

 r l  будем обозначать спектральный радиус элемента l E .  

Теорема 1. Пусть элементы , ,a b c E  таковы, что выполнены условия: 

1) ab cba ; 

2) ca ac  или cb bc ; 

3) 1mc   при некотором m N . 

Тогда произведения ab  и ba  являются квазинильпотентыми. 

Доказательство. Так как [2, с. 113]     , ,r ab r ba a b E  , то достаточно показать, что из 

условий теоремы следует   0r ab  . 

Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы, при этом, для определенности, условие 2) 

реализуется за счет соотношения ca ac . В таком случае произведение  
n

ab может быть 

представлено в виде ( n N ):  

   2n n nab cbc b c a .  

Справедлива следующая оценка: 

    
1 1

2n n nn nab cb c b c b a . 

При n  можно записать: 

        
1

2lim limn nn

n n

r ab cb c b c b r a c b r a
 

    

Условие 3) настоящей теоремы гарантирует, что правая часть записанного неравенства 

равна нулю. Следовательно, 
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   0r ab  , 

что и требовалось доказать. 

Случай, когда в условии 2) имеет место лишь соотношение cb bc , доказывается 

аналогично рассмотренному выше. При этом для элемента  
n

ab  используется следующее 

представление: 

   2n n nab b c a c aca . 

Теорема доказана. 

Замечание 1. Условие 3) теоремы 1 можно ослабить. В случае, когда условие 2) 

выполняется за счет соотношения ca ac , достаточно потребовать lim 0n

n

c b


 ; аналогично 

в случае cb bc  - lim 0n

n

c a


 . 

Замечание 2. Вместо условия 2) теоремы 1 можно потребовать выполнения равенства 

cba abc  (которое, в частности, может быть реализовано за счет одновременного 

выполнения равенств ca ac  и cb bc ). Тогда      r cba r c r ba  и, в силу условия 1), 

     r ab r c r ab . В этом случае условие 3) может быть ослаблено требованием лишь 

неравенства   1r c  . 

Достаточно важным следствием доказанной теоремы является следующее утверждение, 

полученное в дополнительном предположении об унитальности алгебры E , то есть 

существовании в ней «единичного» элемента. 

Следствие. Пусть элементы , ,a b c E  таковы, что выполнены условия: 

1) ab cba ; 

2) ca ac  или cb bc ; 

3) существует обратный к c  элемент 1c E   такой, что 1mc   при некотором m N . 

Тогда произведения ab  и ba  являются квазинильпотентыми. 

Доказательство. Заметим, что если элемент 1c  существует, то из условий 1) и 2) 

доказываемого утверждения следуют соответственно: 

1) 1ba c ab ; 

2) 1 1c a ac   или 1 1c b bc  ; 

Так как при этом для некоторого m N  выполнено 1mc  , то элементы b , a  и 1c  с 

точностью до обозначений удовлетворяют всем условиям теоремы 1. Следовательно, 

произведения ab  и ba  являются квазинильпотентными. 

Следствие доказано. 

Вернемся к рассмотрению линейных ограниченных операторов. Достаточные условия 

квазинильпотентности для произведения операторов были представлены в работе [3]. 

Приведем пример класса операторов, к которым применимы сформулированные в настоящей 

работе утверждения. 

Пусть  0,1X C  - пространство непрерывных функций  : 0;1x R  с нормой 

 
 

0;1
max
t

x x t


 . Будем рассматривать функции  , 0,1a h C  такие, что     0;1 0;1h   и, 

кроме того, 
  
 

 , 0;1
a h t

c t
a t

  , где c  - некоторая константа. Справедлива следующая 

Теорема 2. Если константа 1c  , то оператор    : 0,1 0,1L C C , определенный 

равенством        Lx t a t x h t , квазинильпотентен. 



 
26 Научно-технический вестник Поволжья №2 2015                Физико-математические науки 

Доказательство. Оператор L  можно представить в виде L MS , где   , 0;1M S CB , 

положив       Mx t a t x t ,      Sx t x h t . Введем оператор   0;1C CB , 

действующий по правилу:   
  
 

 
a h t

Cx t x t
a t

 . 

Нетрудно убедиться, что заданные таким образом операторы   , , 0;1M S C E C B  

удовлетворяют следующим соотношениям: 

1) SM CMS ; 

2) CM MC ; 

кроме того, из условия 1c   теоремы следует 

3) 1C  . 

Таким образом, в рассматриваемом случае оказываются выполненными все условия 

теоремы 1. Следовательно, оператор L MS  является квазинильпотентным. 

Теорема доказана. 
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НОВОЕ УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ ФАЗОВОГО РАВНОВЕСИЯ R32 
 

На примере описания линии насыщения хладагента R32 показаны хорошие расчетные 

характеристики модели, полученной на основе совместного анализа модифицированной 

теории Мигдала А.А. и гипотезы об одинаковом характере поведения изобарной 

теплоемкости на критической и околокритических изохорах в окрестности критической 

точки (гипотеза Бенедека). Показано, что в рамках рассмотренного подхода как паровая, 

так и жидкостная ветви линии насыщения R32 описываются в пределах экспериментальной 

погрешности в диапазоне температур от тройной точки до критической. 
 

Ключевые слова: линия насыщения, линия упругости, критические индексы, теория 

критических явлений, хладагент R32. 

 

В работе [1] в рамках масштабной гипотезы, записанной в форме, предложенной в [2]: 

  
2

2
0 2pC m



       , 
pm C



   , (1) 

строго рассчитана линия насыщения для критической области в форме: 

  2 2
1

2 с

A o
 

  
    


  (2) 

Здесь     0/ ,c cp p T T    ;   – химический потенциал;  0 T  – регулярная 

функция температуры; c  и cp  – критические плотность и давление, соответственно;  ,   и 

  – критические индексы изохорной теплоемкости, кривой сосуществования и изобарной 

теплоемкости pC , соответственно; 0  и 2  – постоянные коэффициенты; 
  и 

  – 

плотность насыщенного пара и насыщенной жидкости, соответственно; 1 t   ; / ct T T ; cT  

– критическая температура. 

В данной работе на примере описания линии фазового равновесия хладона R32 проведен 

численный анализ теоретических результатов, полученных в [1]. 

С этой целью воспользуемся системой самосогласованных уравнений, в которую входит 

уравнение Клапейрона-Клаузиуса в форме: 

  
  

*
1

s

r t

T dp t dt




, (3) 

где функция  *r t  имеет физический смысл «кажущейся» теплоты парообразования и 

описывается выражением [3]: 

    
7

1*
0 1 2 3

4

m ic
i

ic

p
r t d d d d d

  



 
         
  

 , (4) 

в котором давление на линии упругости от тройной точки tT  до критической точки cT  

рассчитывается по уравнению [4, 5]: 

    
6

2 22
0 1 2 3

4

exp 1
n i

s c i
i

p p а t a a a a
 



 
           

 
 , (5) 

Здесь ia  – постоянные коэффициенты; cp  – критическое давление;   – 

«неасимптотический» критический индекс;  s i  – массив из натуральных чисел. 

Заметим, что если в соответствии с рекомендациями [6] выбрать структуру жидкостной 

ветви линии насыщения в виде зависимости: 
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2

6
2 1 ( )1 2 1

3 4
50 0 0

1 s i
i

ic

d d d
A A A

d d d


   



 
             

  
 , (6) 

то получим систему взаимосогласованных уравнений (3)–(6), которая передает линию 

фазового равновесия в диапазоне температур от тройной точки до критической точки, 

причем в критической области в этом случае выполняется равенство (2) и предельный 

переход [7, 8]: 

 
1 2 ...

2 с

A A
 

  
   


 (7) 

Уравнение линии упругости в форме (5) качественно верно, то есть в соответствии с 

требованиями современной теории критических явлений, ведет себя в окрестности 

критической точки: 

   2 2 2
1 2 31s cp p a a a O

 
         . (8) 

Параметрам уравнений (3)–(6) присвоены следующие значения:  = 0,11;   = 0,325;   = 

0,51; 0a =10,19;  n i =2, 3, 5; cT  = 351,2549 К; cp  = 5,78270 МПа; c = 424,01 кг/м
3
; 1a  = 

7,54902277283004; 2a  = 24,0095628228417; 3a  = – 54,5257686615766; 4a  = 15,5410930407682; 5a  = – 

23,3250389898240; 6a  = 1,25926427711321; ( )m i  = 1, 2, 3, 4, 5; 0d  = 17,6644522593; 1d  = – 

680,626135549; 2d  = 1197,69133729; 3d  = 527,65294028; 4d  = 76,8628205869; 5d  = 207,500669237; 

6d  = 380,424909867; 7d  = 262,649570207;  s i  = 1, 2, 3, 4, 7, 9; 3A  = 189,650260496; 4A  = 

102,787213862; 5A  = 25,6209755208; 6A  = 40,7321173533; 7A  = 36,3098113500; 8A  = 36,8278118822; 

9A  = – 34,9334219263; c = 424,01 кг/м
3
. 

На рис. 1–3 представлены отклонения расчетных значений давления и плотности от 

экспериментальных и табличных данных. Полученные результаты позволяют уточнить 

термодинамические таблицы, разработанные в Национальном институте стандартов и 

технологий (США) [9], как критической области, так и в окрестности тройной точки. 

В заключение заметим, что полученные результаты могут найти важное применение при 

построении как масштабных [10], и широкодиапазонных уравнений состояния [11], в 

структуре которых линия насыщения выполняет роль опорной кривой. 

 
Рис. 1. Отклонения давления на линии упругости, рассчитанные по уравнению (5), от данных: 1 – Defibaugh 

D.R. et all (1994); 2 – Zhu M.S. et all (1993); 3 – Weber L.A. et all (1994); 4 – Outcalt S. L. et all (1995); 5 – Tillner-

Roth R. et all (1997) 

 
Рис. 2. Отклонения плотности на паровой ветви линии фазового равновесия, рассчитанные по уравнению 

(3), от данных: 1 – Kuwabara S. et all (1995); 2 – Sato. T et all (1994); 3 – Defibaugh D.R. et all (1994); 4 – Tillner-

Roth R. et all (1997); 5 – Kiselev S.B. (1998) 
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Рис. 3. Отклонения плотности на жидкостной ветви линии фазового равновесия, рассчитанные по 

уравнению (6), от данных:1. Tillner-Roth R. et all (1997); 4. Defibaugh D.R. et all (1994); 6. Kiselev S.B. (1998); 8, 

9. Magee J.W. (1996); 10. Беляева О.В. и др. (1995) 

 

Работа поддержана грантом РФФИ № 15-08-08503. 
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