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АППАРАТ МАТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА 

 

В данной статье изложено два метода построения ортогональной матрицы полярного 

разложения матрицы, использующий аппарат матричных функций Ляпунова. В задачах 

математического прогнозирования динамики систем, эта вычислительная задача является 

очень важной при построении численных методов, сохраняющих интегралы движения. 

 

Ключевые слова: интегрирование, сигнал, множество, порядок, соотношение, условие, 

функция. 

 

Введение 

Полярное разложение линейного оператора является одним из основных канонических его 

форм. В приложениях (задача аэродинамики, математической статистики, обработки 

сигналов, механики, факторного анализа) весьма важной является задача построения 

полярного разложения невырожденной матрицы, т.е. представления еѐ в виде произведения 

симметричной положительно определенной матрицы на ортогональную. Такое 

представление весьма возможно и однозначно [1]. В задачах математического 

прогнозирования динамики систем, как мы уже видели, эта вычислительная задача является 

очень важной при построении численных методов, сохраняющих интегралы движения. 

Изложим два метода [2] построения ортогональной матрицы полярного разложения 

матрицы, использующий аппарат матричных функций Ляпунова. 

 

Постановка задачи 

Первый метод 

Пусть A  - заданная невырожденная  )( nn  матрица. Требуется найти симметричную 

положительно определенную матрицу F  и ортогональную матрицу U  такие, что 

выполняется соотношение 

FUA .       (1) 

Введем в рассмотрение множество nM  квадратных матриц порядка nn  и множество nD  

невырожденных матриц того же порядка. Множество nM  является линейным 

нормированным пространством с нормой, определяемой соотношением 

||||

||||
max||||

X

CX
C

nEX
 ,      (2) 

где nn EXMC  , . На множестве nM  можно задать динамическую систему, определяемую 

матричной системой дифференциальных уравнений 

),( tXFX  ,       (3) 

где FMFX n ,,   гарантирует существование, единственность и продолжимость решений на 

интервале ),( 0 t , точка обозначает дифференцирование по параметру t . Поставим 

следующую задачу: построить дифференциальную систему (3) такую, что решение задачи 

Коши с начальным условием 0XX   при 00  tt  сходится к значению матрицы U  

полярного разложения (1). Таким образом, мы сведем первоначальную задачу к численному 
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интегрированию построенной системы дифференциальных уравнений. Рассмотрим 

матричное дифференциальное уравнение [3] 

)(
2

1 1* XXX .      (4) 

Обозначим через ),( 0XtX  решение этой системы, удовлетворяющее начальному условию 

0XX   при 0t . 

Теорема 1. Если матрица начальных условий 0X  невырожденная, то решение ),( 0XtX  

системы (4) также будет невырожденной матрицей при 0t , причем решение ),( 0XtX  

неограниченно продолжаемо при 0t . 

Доказательство. Сначала покажем, что при 0t  выполняется условие 

nDXtX ),( 0 .       (5) 

Предположим противное, а именно, пусть существует момент времени 1t , в который 

выполнено соотношение 0)),(det( 01 XtX . Тогда справедливо равенство 

0)),(),(det( 01
*

01 XtXXtX .     (6) 

Введем в рассмотрение матричную функцию *XXV  , заданную в nM . Эта функция 

удовлетворяет на решениях системы (4) следующему уравнению: 

EVV  .       (7) 

Интегрируя, получаем 

EtEVV  )exp()( 0 .     (8) 

В силу того, что матрица *
000 XXV   является симметричной и положительно 

определенной, из формулы (7) следует, что при 0t  определитель матрицы V  не обращается 

в нуль, что находится в противоречии с посылкой (6), которое и доказывает справедливость 

(5). Необходимыми и достаточными условиями продолжаемости решений системы (4) 

является расходимость в этих решениях интегралов 




t

ijij dvv
0

1 . 

Из (7) имеем 

 
t

t
ijijijij vdvv

0

0
1 |)ln(  , 

где ij  символ Кронекера. Расходимость интеграла следует из формулы (8), так как из нее 

вытекает ijijv  , и выражение в правой части последнего соотношения неограниченно. 

Доказательство закончено. 

Теорема 2. Решение ),( 0XtX  системы (4) с начальным условием AX 0  сходится при 

0t  к значению матрицы U  полярного разложения (1), причем справедлива оценка 

)exp(||||||),(|| * tEAAUAtX  .    (9) 

Доказательство. Поскольку решение ),( AtX  удовлетворяет условиям теоремы 2, оно 

представимо единственным образом в виде 

)()(),( tUtFAtX  ,      (10) 

где )(),( tUtF  - матрицы полярного разложения. Отметим, что UUFF  )0(,)0( . Подставляя 

выражение (10) в уравнение (4), можно получить следующее соотношение: 

)()()()()()()()()()()()( ** tFtFtFtUtUtFtFtUtUtFtFtF   .  (11) 

Из (8) следует, что матрица )(tF  представляет собой ряд по целым отрицательным 

степеням экспоненциальной функции параметра t  с коэффициентами, являющимися 

постоянными симметричными матрицами 

...)(
4

1
)(

2

1
)( 2222   tt eEFeEFEtF  
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Следовательно, имеет место тождество 

)()()()( tFtFtFtF   .      (12) 

Рассматривая совместно выражения (11), (12) и условие ортогональности 

0)()()()( **  tUtUtUtU  , получаем, что имеет место соотношение 0)( tU  или  

UconsttU )( . Поскольку 0||)(||  EtF  в силу (8), то справедливо следующее 

утверждение: 

0||),(|| UAtX  при t . 

Оценку (9) получаем следующим образом. По свойству нормы (2) можно выписать 

цепочку равенств и неравенств 

).exp(||||)exp(||||

||)(||||))()()((||

||)(||||)())((||||),(||

*2

212

tEAAtEF

EtFEtFEtF

EtFtUEtFUAtX







  

При оценке нормы ||)(|| 2 EtF   мы использовали выражение (8). 

Доказательство закончено. 

На основаниях доказанных теорем можно утверждать, что значение матрицы U  можно 

получить численно проинтегрировав систему (4) с начальным условием AX 0  при 0t . 

Точность нахождения матрицы U  будет зависеть как от длины интервала интегрирования, 

так и от точности самого метода интегрирования. Приступим теперь к построению 

численного алгоритма построения матрицы U . Возьмем за основу какой-нибудь 

одношаговый метод, например метод типа Рунге-Кутты. Погрешность   нахождения 

ортогональной матрицы U , определяемая выражением ||
~

|| UX  , где X
~

 - приближенное 

решение задачи, складывается из погрешности 1  аппроксимации значения U  решением 

дифференциального уравнения (4): 

||),(|| 0
1 UATX  , 

и 2  полной погрешности метода численного интегрирования системы (4): 

||
~

),(||2 XATX  . 

Величина 1  может быть оценена по формуле (8), откуда можно получить оценку для 

требуемой длины интервала T  интегрирования. Имеем 

)exp(|||| *
1 TEAA  . 

Отсюда находим 

1

* ||)ln(||



EAA
T


 . 

Величина 2  в свою очередь зависит от погрешности r  формулы используемого метода и 

от ошибки округления правой части. Для этого зададимся требуемой точностью нахождения 

матрицы и будем предполагать, что погрешности 1  и 2  вносят одинаковый вклад в 

погрешность  : 

2
21


  . 

Для простоты рассуждений можно потребовать, чтобы влияние каждой локальной 

погрешности на очередном шаге интегрирования не превосходило величины )1/(2 N , где 

N  - число шагов. Тогда имеем 

N
r 2  , 

где r  - погрешность формулы метода,   - погрешность округления правой части. При 

построении одношаговых методов обычно выполняется требование )( lkhOr  , где 0k  

(число k  обычно называют порядком метода). Отсюда видно, что для согласованности 
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вычислительного процесса величина   должна удовлетворять требованию )( lkhO  . 

Поскольку величина интервала интегрирования уже нами оценена, для нахождения шага h  

можно выписать следующее неравенство: 

T

h
r 2  . 

Иначе говоря, шаг h  должен быть выбран таким образом, чтобы выполнялось 

соотношение 

0),(2   lhO
T

h lk
. 

В качестве примера возможного алгоритма можно выписать метод типа Рунге-Кутты 

пятого порядка точности [2]: 

).(...))
75

())810366(
75

((
2

1

),(...))
81

())850906(
81

((
2

1

),(...))
4

())1512(
4

((
2

1

),)
25

64
()

25

64
((

2

1

),)
3

()
3

((
2

1
);(

2

1

),1258112523(
192

,

1*
32105

1*
32104

1*
2103

1*1010
2

1*
001

1*
0

542010





























h
XKKKK

h
XK

h
XKKKK

h
XK

h
XKKK

h
XK

h
KK

Xh
KK

XK

K
h

XK
h

XKXXK

KKKK
h

XXAX

kk

kk

kk

kk

kkkk

kk

 

При этом шаг h  интегрирования должен удовлетворять соотношению )()2/( 5hOTh  , где 

величина h  интервала интегрирования определяется описанным выше способом. 

Библиографическое замечание. В зарубежной литературе алгоритм численного 

интегрирования системы (4) методом Эйлера с шагом 1h : 

)(
2

1 1*
1


  kkk XXX , 

известен с 1986 г. [3] и носит название метода Хаема (N. Higham). Впервые этот алгоритм 

был опубликован автором в 1982 г. [4]. Недостаток предложенного метода заключается в 

необходимости производить вычисление обратной матрицы в правой части системы (4) на 

каждом шаге интегрирования. Пусть Y  обозначает матрицу 1*X . Мы получаем тождество 

EYX * , 

дифференцируя которое, можно получить дифференциальную систему для матрицы Y  
** YXXY  . 

Используя (4), находим 

)(
2

1 *YYYYY  .     (13) 

Таким образом, мы избавились от необходимости вычислять обратную матрицу при 

интегрировании системы. Обратить матрицу теперь нужно лишь один раз: 
1*

00
 XY . 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 3. Решение системы матричного дифференциального уравнения 

))(
2

1
( *YYYYY  .     (14) 

с начальным условием 1*
0

 AY  сходится при t  к значению матрицы U  полярного 

разложения (1), причем справедлива оценка (9). 
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Численный метод интегрирования системы (14) может быть основан на методе типа 

Рунге-Кутты при условии согласования порядка метода и его шага с требуемой точностью 

вычислений. Библиографическое замечание. Алгоритм интегрирования системы (14) 

методом Эйлера стал известен за рубежом только с 1994 г. [1] и носит название 

параллельного метода нахождения полярного разложения матрицы Хаема и Пападимитриу 

(N. Higham, P. Papadimitriou) [2]. 

Второй метод 

[1] Ищем компоненты UF, полярного разложения невырожденной матрицы A : 

FUA , 

где 

nEXXFXXEUU  ,0,0, ** . 

Заметим, что справедливо соотношение 2* FAA  . Следовательно, задача нахождения 

полярного разложения сводится к нахождению положительно определенного корня из 

матрицы *AA . Матрица U  определится по формуле AFU 1 . Обозначим через M  

множество всех квадратных корней из матрицы )( * : 

}:{ *2 AAM  . 

Теорема 4. Множество M  является инвариантным, асимптотически устойчивым в целом 

для матричной системы дифференциальных уравнений [3] 
*1AAXXX  .     (15) 

Доказательство. Инвариантность M  очевидна. Для доказательства асимптотической 

устойчивости в целом множества M  построим матричную функцию Ляпунова *2 AAXV  . 

Ясно, что V  обращается в нуль-матрицу лишь при MX   и удовлетворяет 

дифференциальному уравнению VV 2 , откуда видно, что 0



t

V  при любом начальном 

значении *2
00 AAXV  . Следовательно, *2 AAX

t 
  независимо от начального значения 0X , 

а это и означает, что MX
nMX 


0

. 

Доказательство закончено. 

Таким образом, интегрируя систему (15) при условии корректно выбранного алгоритма, 

мы обязательно попадем в точку множества M . Выпишем вычислительное предписание 

Рунге-Кутты четвертого порядка 

.(...))((...))
2

(

,(...))
2

(

),)(2(
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Корректность метода будет обеспечиваться надлежащим выбором шага h , который 

должен удовлетворять условию 

|||||||| *2*2
1 AAXAAX kk  . 

Критерием окончания будет близость к нулю норм в последнем неравенстве. Пусть 

матрица M  найдена; приведем   к каноническому виду Жордана SJS 
 1 . В силу 

определения   матрица J  диагональная: ),...,( 1 ndiagJ  . Построим матрицу FJ  по 

правилу |)||,...,(| 1 nF diagJ  . Тогда F  определится по формуле SJSF F
1  [4]. Поскольку 

справедливы соотношения 22*2 ,  FAA , матрица F  и является матрицей полярного 

разложения в силу своей положительной определенности. Как было отмечено выше, матрица 

U  находится по формуле AFU 1 . 
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Выводы 

Особый интерес представляет изучение условной устойчивости не нулевых, а 

равновесных решений системы дифференциальных уравнений с частными производными. 

Действительно, если нас интересует близость к нулю лишь части компонент вектора U , то в 

этом случае естественно рассматривать эту задачу как задачу об устойчивости по части 

переменных. Мы можем рассматривать вопросы устойчивости уходящих движений в 

функциональных пространствах решений дифференциальных уравнений с частными 

производными. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (пр. № 10-08-000624). 
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ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ ПОДХОД К ОПИСАНИЮ ДЕФОРМАЦИИ СОРБЕНТОВ 

 

В работе рассматривается вопрос описания сорбционного равновесия с учетом 

неинертности сорбента. Предложена модель сорбционной деформации сорбентов, 

апробированная для двух различных систем: СО2 (газ) – микропористый углеродный 

адсорбент АУК; СО2 (газ) - стеклообразный полимер поликарбонат в широкой области 

давлений (до 6 МПа). 

 

Ключевые слова: сорбционные явления, деформация сорбента, неинертность сорбента, 

микропористые адсорбенты, стеклообразные полимеры. 

 

В настоящее время для описания сорбционного равновесия широко используется метод, в 

котором роль поверхности сводится лишь к созданию сорбционного поля. Рассмотрение 

сорбента неинертным требует дополнительно учитывать в термодинамических расчетах его 

деформацию. Одной из ее причин является уменьшение величины нескомпенсированных 

сил, приложенных к поверхностным атомам вследствие их взаимодействия с сорбируемыми 

молекулами. Широкого внимания исследованию сорбционной деформации до последнего 

времени практически не уделялось.  

Давление, деформирующее сорбент, преимущественно связано с взаимодействием 

молекул сорбата с внутренней поверхностью сорбента, т.е. является внутренним. Это 

показывают простые оценки, проведенные по экспериментальным зависимостям величины 

относительной линейной деформации Δl/l от величины давления Р и модулю Юнга E [1, 3]. 

Внутреннее давление можно представить как разность двух давлений – давления, 

связанного с ударами сорбированных молекул P2, и давления P1, сжимающего сорбент за 

счет эффекта уменьшения поверхностного натяжения сорбента при сорбции: 

21 PPP  .                                                               (1) 

Давление P1 можно выразить через силу f, вызывающую контракцию при сорбции одной 

молекулы сорбата, текущее число сорбированных молекул N и эффективную площадь 

поверхности сорбента S: 

SNfP /1  . 

Умножив числитель и знаменатель дроби на массу молекулы сорбата mмол и массу 

сорбента mсорб можно перейти к текущей величине сорбции а: 

молуд

1
mS

аf
P




 .  (2) 

Давление P2 определяется концентрацией сорбированных молекул, соударяющихся с 

поверхностью сорбента, в расчете на свободный объем и кинетической энергией. Допуская, 

что сорбированные молекулы ведут себя подобно идеальному газу: 

23

2ид

2

Tki
nP


 , 

где n – концентрация молекул в газовой фазе; i – число степеней свободы молекулы;  

k – постоянная Больцмана; T – температура. 

В общем случае в рассмотрение необходимо ввести коэффициент А, характеризующий 

неупругость ударов. Также необходимо учитывать, что концентрация сорбированных 




